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概要
コンパクト Lie群（あるいはより一般に，コンパクトな Lie代数をもつ Lie群）の構造論および表現論を
解説する．構造論については，コンパクト Lie代数や，極大トーラス（あるいはより一般に，Cartan部分
群）による位相的性質の記述について解説する．表現論については，最高ウェイト理論を解説する．
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記号と用語
• ルート系に関する記号と用語は，「ルート系」による．
• Lie代数に関する記号と用語は，「Lie代数」および「分裂簡約 Lie代数」による．さらに，分裂簡約 Lie
代数のルート αに対して，その双対ルートを Hα と書く．

• 位相群 Gの主連結成分（単位元を含む連結成分）を，G0 と書く．
• Lie群 Gの Lie代数を，Lie(G)と書く．Lie群の準同型 f : G → H が誘導する Lie代数の準同型を，

Lie(f) : Lie(G) → Lie(H)と書く．Lie(f)が Lie代数の準同型 ϕに等しいとき，f は ϕの持ち上げで
あるという．

1 コンパクト Lie代数
1.1 コンパクト Lie代数
定義 1.1（コンパクト Lie代数） 有限次元実 Lie代数 gがコンパクト（compact）であるとは，あるコンパク
ト Lie群 Gの Lie代数に同型であることをいう．

命題 1.2 有限次元実 Lie代数 gに対して，次の条件は同値である．

(a) gはコンパクトである．
(b) Int(g)はコンパクトである．
(c) g 上の不変な内積（すなわち，g 上の内積 〈–, –〉 であって，任意の x, y, z ∈ g に対して 〈[x, y], z〉 =

〈x, [y, z]〉を満たすもの）が存在する．
(d) gは簡約であり，ad(g)の任意の元は半単純でその複素固有値はすべて純虚数である．
(e) gは簡約であり，その Killing形式 Bg : g × g → Rは負値である．

証明 (a) =⇒ (b) gがコンパクト Lie群 Gの Lie代数であるとする．このとき，Ad(G) ⊆ GL(g)は ad(g)
を Lie代数にもつ GL(g)の部分 Lie群だから，Int(g) = Ad(G)0 である．Gはコンパクトだから，Int(g)も
コンパクトである．

(b) =⇒ (c) Int(g)がコンパクトであるとすると，g上には Int(g)不変な内積が存在し，これは g上の不
変な内積である．

(c) =⇒ (d) g上に不変な内積が存在するとして，それを一つ固定して gを内積空間とみなす．すると，任
意の x ∈ gに対して，ad(x)は歪自己随伴だから，半単純かつその複素固有値はすべて純虚数である．また，
gのイデアル aに対してその直交補空間 a⊥ も gのイデアルとなるから，gは簡約である．

(d) =⇒ (e) 条件 (d)が成り立つとする．任意の x ∈ gに対して，仮定より Bg(x, x) = tr(ad(x)2) ≤ 0だ
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から，Bg は負値である．よって，条件 (e)が成り立つ．
(e) =⇒ (a) 条件 (e) が成り立つとする．g は簡約だから，半単純 Lie 代数 g′ と可換 Lie 代数 z に直和分
解される（参照）．zは適当なトーラス T の Lie代数に同型である．一方で，g′ は Aut(g′)の Lie代数に同型
であり，Aut(g′)は GL(g′)の閉部分群であって Killing形式 Bg′ = Bg|g′ を不変にする．半単純性に関する
Cartanの判定法と仮定より Bg′ は非退化負値だから，Aut(g′)はコンパクトである．よって，gはコンパク
ト Lie群 Aut(g′) × T の Lie代数に同型である．

系 1.3 (1) コンパクト Lie代数の部分 Lie代数は，コンパクトである．
(2) (gi)i∈I を有限次元実 Lie代数の有限族とし，g =

⊕
i∈I gi と置く．このとき，すべての gi がコンパク

トであることと，gがコンパクトであることとは同値である．

証明 (1) 不変な内積の部分 Lie代数への制限はまた不変な内積だから，主張は，命題 1.2の (a) ⇐⇒ (c)か
ら従う．

(2) (1)より，gがコンパクトならば，すべての gi もコンパクトである．また，各 gi がコンパクト Lie群
Gi の Lie代数に同型ならば，gはコンパクト Lie群 G =

∏
i∈I Gi の Lie代数に同型である．よって，すべて

の gi がコンパクトならば，gもコンパクトである．

系 1.4 有限次元実 Lie代数 gに対して，次の条件は同値である．

(a) gはコンパクトである．
(b) gは簡約であり，[g, g]はコンパクトである．

証明 コンパクト Lie代数は簡約だから（命題 1.2），はじめから gは簡約であるとしてよい．このとき，Lie
代数としての直和分解 g = [g, g] ⊕ Z(g) が成り立つ（参照）．Lie 代数 Z(g) は可換だから，コンパクトであ
る．よって，主張は，系 1.3 (2)から従う．

系 1.5 有限次元実 Lie代数 gに対して，次の条件は同値である．

(a) gはコンパクトかつ半単純である．
(b) Killing形式 Bg : g × g → Rは非退化負値である．

証明 半単純性に関する Cartanの判定法と命題 1.2の (a) ⇐⇒ (e)から従う．

系 1.6 コンパクト Lie代数 gについて，その Cartan部分代数と極大可換部分空間とは同じものである．特
に，gのすべての Cartan部分代数の合併は，g全体に等しい．

証明 一般に，標数 0の可換体上の簡約 Lie代数 gの部分 Lie代数 hが Cartan部分代数であるための必要十
分条件は，hが gにおいて極大可換であり，かつ adg(h)の任意の元が半単純であることである（参照）．よっ
て，前半の主張は，コンパクト Lie代数 gが簡約であり，adg(g)の任意の元が半単純であること（命題 1.2）
から従う．
任意の x ∈ g に対してそれを含む g の極大可換部分空間が存在するから，前半の主張より，g のすべての

Cartan部分代数の合併は g全体となる．

系 1.7 g をコンパクト Lie 代数とし，t をその Cartan 部分代数とする．このとき，任意のルート α ∈
∆(g(C), t(C))に対して，α(t) ⊆ iRである．
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証明 任意のルート α ∈ ∆(g(C), h(C))と h ∈ tに対して，α(h)は ad(h)の複素固有値だから，命題 1.2より
α(h)は純虚数である．

∆を有限次元複素ベクトル空間 V 上のルート系とすると，spanR∆と spanR∆
∨ はそれぞれ V と V ∗ の実

形である（参照）．これらをそれぞれ，ルート系 ∆が定める V と V ∗ の実形という．ルート系が定める V と
V ∗ の実形は，互いに他と対応するものである*1．

(gC, hC)を複素分裂半単純 Lie代数とすると，ルート系 ∆(gC, hC)が定める h∗
C と hC の実形は，それぞれ

spanR∆(gC, hC)と spanR{Hα | α ∈ ∆(gC, hC)}である．

系 1.8 gをコンパクト半単純 Lie代数，tをその Cartan部分代数とし，ルート系が定める t(C) の実形を h0

と書く．このとき，t = ih0 である．

証明 系 1.7より，t ⊆ ih0 である．tと h0 はともに t(C) の実形だから，t = ih0 が成り立つ．

1.2 コンパクト Lie代数の Cartan部分代数の共役性
補題 1.9 gをコンパクト Lie代数とし，tをその Cartan部分代数とする．このとき，ある h ∈ tが存在して，
t = Zg(h)と書ける．

証明 系 1.7より，各ルート α ∈ ∆(g(C), t(C))に対して，iα|t は t上の 0でない実線型形式である．ルート系
∆(g(C), t(C)) は有限だから，h ∈ t を任意の α ∈ ∆(g(C), t(C)) に対して α(h) 6= 0 を満たすようにとれる．h
のとり方より Ker(adg(C)(h)) = t(C) だから，Zg(h) = Zg(C)(h) ∩ g = t(C) ∩ g = tとなる．

定理 1.10（コンパクト Lie代数の Cartan部分代数の存在と共役性） コンパクト Lie代数 gは，Int(g)の下
の共役を除いて一意な Cartan部分代数をもつ．

証明 存在 系 1.6から従う．
共役性 tと t′ を gの Cartan部分代数とする．補題 1.9より，ある h ∈ tが存在して t = Zg(h)と書け，
ある h′ ∈ t′ が存在して t′ = Zg(h′)と書ける．g上の不変な内積 〈–, –〉を一つ固定する（命題 1.2）．Int(g)は
コンパクトだから（命題 1.2），〈ϕ(h), h′〉を最大にする ϕ ∈ Int(g)がとれる．この ϕについて，任意の x ∈ g

に対して
0 = d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈et ad(x)ϕ(h), h′〉 = 〈[x, ϕ(h)], h′〉 = 〈x, [ϕ(h), h′]〉

だから，[ϕ(h), h′] = 0である．すなわち，ϕ(h) ∈ Zg(h′) = t′ である．t′ は可換だから

t′ ⊆ Zg(ϕ(h)) = ϕ(Zg(h)) = ϕ(t)

となるが，ϕ(t)と t′ はともに gの Cartan部分代数だから，t′ = ϕ(t)が成り立つ．よって，gの Cartan部分
代数は，Int(g)の下の共役を除いて一意である．

注意 1.11 Lie群Gがコンパクトな Lie代数 gをもつとする．このとき，Int(g) = Ad(G)0だから，定理 1.10
より特に，gの Cartan部分代数は，Ad(G)の下の共役を除いて一意である．

*1 複素ベクトル空間 V の実形 VR に対して，{ϕ ∈ V ∗ | ϕ(VR) ⊆ R} は V ∗ の実形であり，これを VR に対応する V ∗ の実形とい
う．VR に対応する V ∗ の実形は，実ベクトル空間 VR の双対空間と同一視できる．
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1.3 Chevalley系
定義 1.12（Chevalley 系） 標数 0 の可換体 K 上の分裂半単純 Lie 代数 (g, h) に対する Chevalley 系
（Chevalley system）とは，gの元の族 (Xα)α∈∆(g,h) であって，次の条件を満たすものをいう．

(C1) 各 α ∈ ∆(g, h)に対して，Xα ∈ gα \ {0}である．
(C2) 各 α ∈ ∆(g, h)に対して，(Hα, Xα,−X−α)は sl2 三対である．
(C3) 線型写像 ψ : g → gを

ψ|h = −idh, ψ(Xα) = X−α (α ∈ ∆(g, h))

によって定めると，ψ は gの自己同型である（このとき，より強く，ψ は g上の対合となる）．

このとき，(C3)によって定まる ψ を，Chevalley系 (Xα)α∈∆(g,h) が定める対合という．
(g, h)を標数 0の可換体 K上の分裂簡約 Lie代数とするとき，分裂半単純 Lie代数 ([g, g], h ∩ [g, g])に対す
る Chevalley系を，単に (g, h)に対する Chevalley系という．

定理 1.13（Chevalley系の存在） 標数 0の代数閉体 K上の分裂簡約 Lie代数 (g, h)に対して，それに対する
Chevalley系が存在する．*2

証明 一般性を失わず，(g, h) は分裂半単純 Lie 代数であると仮定する．ルート系 ∆(g, h) の基底 Π を一つ
固定して，各正ルート αに対して，Xα ∈ gα と X−α ∈ g−α を (Hα, Xα,−X−α)が sl2 三対となるようにと
る（参照）．(Xα)α∈∆(g,h) は条件 (C1) と (C2) を満たす．以下，各 Xα をスカラー倍だけ調整することで，
Chevalley系を構成する．
同型定理より，ψ ∈ Aut(g, h)であって

ψ|h = −idh, ψ(Xα) = X−α (α ∈ Π)

を満たすものが（一意に）存在する．ψ|h = −idh より各 α ∈ ∆(g, h)に対して ψ(gα) = g−α だから，

ψ(Xα) = c(α)X−α (c(α) ∈ K×)

と置ける．任意の α ∈ ∆(g, h)に対して，

[ψ(Xα), ψ(X−α)] = [c(α)X−α, c(−α)Xα] = c(α)c(−α)Hα,

ψ([Xα, X−α]) = −ψ(Hα) = Hα

であり，これらは等しいから，c(α)c(−α) = 1である．そこで，各 α ∈ ∆(g, h)に対して d(α) ∈ K× をとり，
任意の α ∈ ∆(g, h)に対して d(α)−2 = c(α)かつ d(α)d(−α) = 1を満たすようにできる（係数体 Kが代数閉
であることを用いた）．X ′

α = d(α)Xα と置くと，(Hα, X
′
α,−X ′

−α)も sl2 三対であり，

ψ(X ′
α) = d(α)ψ(Xα) = d(α)c(α)X−α = d(α)c(α)d(−α)−1X ′

−α = X ′
−α

が成り立つ．よって，(X ′
α)α∈∆(g,h) は Chevalley系である．

*2 この主張は，一般の標数 0の（代数閉とは限らない）可換体 K上の分裂簡約 Lie代数に対しても，同様に成り立つ．一般の場合の
証明については，Bourbaki [1, §VIII.4.4, Corollaire du Proposition 5]を参照のこと．

5

https://socculus.com/units/split-reductive-lie-algebras/split-reductive-lie-algebras.html#thm:sl2-triple-in-split-reductive-lie-algebra
https://socculus.com/units/split-reductive-lie-algebras/split-reductive-lie-algebras.html#thm:isomorphism


注意 1.14 分裂簡約 Lie 代数 (g, h) に対する Chevalley 系は，一般には，Aut(g, h) の下の共役を除いても
一意ではない．実際，(Xα)α∈∆(g,h) を Chevalley 系とすると，写像 ϵα : ∆(g, h) → {±1} であって任意の
α ∈ ∆(g, h)に対して ϵ−α = ϵα を満たすものに対して，(ϵαXα)α∈∆(g,h) も Chevalley系となる．

補題 1.15 (g, h)を標数 0の可換体 K上の分裂簡約 Lie代数とし，h∗ 上のW(g, h)不変な非退化対称双線型
形式 〈–, –〉を一つ固定する（参照）．各 α ∈ ∆(g, h)に対して，Xα ∈ gα \ {0}とする．α, β, α+ β ∈ ∆(g, h)
に対して，

[Xα, Xβ ] = Nα,βXα+β (Nα,β ∈ K×)

と置く（[gα, gβ ] = gα+β（参照）より Nα,β 6= 0である）．

(1) 任意の α, β, α+ β ∈ ∆(g, h)に対して，Nβ,α = −Nα,β である．
(2) 任意の α, β, γ ∈ ∆(g, h)，α+ β + γ = 0に対して，

Nα,β

〈γ, γ〉
= Nβ,γ

〈α, α〉
= Nγ,α

〈β, β〉

である．

証明 (1) Nβ,αXα+β = [Xβ , Xα] = −[Xα, Xβ ] = −Nα,βXα+β だから，Nβ,α = −Nα,β である．
(2) Jacobiの恒等式より，

0 = [[Xα, Xβ ], Xγ ] + [[Xβ , Xγ ], Xα] + [[Xγ , Xα], Xβ ]
= Nα,β [X−γ , Xγ ] +Nβ,γ [X−α, Xα] +Nγ,α[X−β , Xβ ]
= Nα,βHγ +Nβ,γHα +Nγ,αHβ

である．W(g, h)不変な非退化対称双線型形式 〈–, –〉が定める線型同型 h ∼= h∗ によって Hα は 2α/〈α, α〉に
対応し（参照），β と γ についても同様だから，上式より

0 = Nα,β

〈γ, γ〉
γ + Nβ,γ

〈α, α〉
α+ Nγ,α

〈β, β〉
β

である．γ = −α− β であり，αと β は線型独立だから，上式から主張の等式を得る．

補題 1.16 (g, h)を標数 0の可換体 K上の分裂簡約 Lie代数とする．各 α ∈ ∆(g, h)に対してXα ∈ gα \ {0}
として，係数 Nα,β を補題 1.15のとおりに定める．このとき，任意の α, β, α+ β ∈ ∆(g, h)に対して，

Nα,βN−α,−β = (q + 1)2

である．ここで，pと q は，{j ∈ Z | β + jα ∈ ∆(g, h)} = [−q, p] ∩ Zを満たす 0以上の整数である（参照）．

証明 h∗ 上の W(g, h) 不変な非退化対称双線型形式 〈–, –〉 を一つ固定する（参照）．以下では，
ad(X−α) ad(Xα)Xβ を 2通りの方法で計算する．まず，定義より

ad(X−α) ad(Xα)Xβ = Nα,βN−α,α+βXβ

であり，補題 1.15より

N−α,α+β = 〈β, β〉
〈α+ β, α+ β〉

N−β,−α = − 〈β, β〉
〈α+ β, α+ β〉

N−α,−β

6

https://socculus.com/units/root-systems/root-systems.html#thm:root-system-and-inner-product
https://socculus.com/units/split-reductive-lie-algebras/split-reductive-lie-algebras.html#thm:bracket-of-two-root-spaces
https://socculus.com/units/root-systems/root-systems.html#thm:root-system-and-inner-product
https://socculus.com/units/split-reductive-lie-algebras/split-reductive-lie-algebras.html#thm:chain-in-root-system
https://socculus.com/units/root-systems/root-systems.html#thm:root-system-and-inner-product


だから，
ad(X−α) ad(Xα)Xβ = − 〈β, β〉

〈α+ β, α+ β〉
Nα,βN−α,−βXβ (∗)

である．次に，sl2 三対 (Hα, Xα,−X−α) と随伴表現によって g を sl(2,K) 加群とみなす．すると，⊕p
j=−q gβ+jα は gの p + q + 1次元既約部分 sl(2,K)加群であり，各 gβ+jα はそのウェイト −(p − q) + 2j

のウェイト空間である（証明を参照）．したがって，有限次元既約 sl(2,K)加群の構造より，

ad(X−α) ad(Xα)Xβ = −p(q + 1)Xβ (∗∗)

である．(∗)と (∗∗)を比較して，〈α+ β, α+ β〉/〈β, β〉 = (q + 1)/p（参照）を用いれば，

Nα,βN−α,−β = 〈α+ β, α+ β〉
〈β, β〉

p(q + 1) = (q + 1)2

を得る．

命題 1.17 (g, h) を標数 0 の可換体 K 上の分裂簡約 Lie 代数とする．(Xα)α∈∆(g,h) を (g, h) に対する
Chevalley系とし，係数 Nα,β を補題 1.15のとおりに定める．このとき，任意の α, β, α + β ∈ ∆(g, h)に対
して，

Nα,β = N−α,−β ∈ {±(q + 1)}

が成り立つ．ここで，p と q は，{j ∈ Z | β + jα ∈ ∆(g, h)} = [−q, p] ∩ Z を満たす 0 以上の整数である
（参照）．

証明 一般性を失わず，(g, h)は分裂半単純 Lie代数であると仮定する．Chevalley系 (Xα)α∈∆(g,h) が定める
対合を ψ と書く．任意の α, β, α+ β ∈ ∆(g, h)に対して，

[ψ(Xα), ψ(Xβ)] = [X−α, X−β ] = N−α,−βX−α−β ,

ψ([Xα, Xβ ]) = ψ(Nα,βXα+β) = Nα,βX−α−β

であり，これらは等しいから，N−α,−β = Nα,β である．Nα,βN−α,−β = (q + 1)2 であること（補題 1.16）と
合わせて，Nα,β = N−α,−β = {±(q + 1)}を得る．

1.4 Chevalley系に伴うコンパクト実形
補題 1.18 (gC, hC)を複素分裂半単純 Lie代数とし，ルート系が定める hC の実形を h0 と書く．

(1) gC の Killing形式の制限 BgC |h0×h0 は，非退化正値対称双線型形式である．

さらに，α ∈ ∆(gC, hC) とし，Xα ∈ (gC)α と Yα ∈ (gC)−α を (Hα, Xα, Yα) が sl2 三対となるようにとる
（参照）．

(2) BgC(Xα, Xα) = 0．
(3) BgC(Xα, Yα) > 0．

証明 (1) h ∈ h0 \ {0}とすると，任意の α ∈ ∆(gC, hC)に対して α(h) ∈ Rであり，すべての α(h)が 0と
なることはない．ルート空間分解 gC = hC ⊕

⊕
α∈∆(gC,hC)(gC)α が成立し，各ルート空間 (gC)α は 1次元で
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あり（参照），ad(h)は (gC)α に α(h)倍で作用するから，

BgC(h, h) = tr(ad(h)2) =
∑

α∈∆(gC,hC)

α(h)2 > 0

である．よって，BgC |h0×h0 は非退化正値対称双線型形式である．
(2) Killing形式 BgC は不変だから，主張は分裂簡約 Lie代数の一般論（参照）から従う．
(3) Killing形式 BgC の不変性と (1)より，

BgC(Xα, Yα) = 1
2
BgC([Hα, Xα], Yα)

= 1
2
BgC(Hα, [Xα, Yα])

= 1
2
Bg(Hα,Hα)

> 0

である．

命題 1.19 (gC, hC) を複素分裂半単純 Lie 代数とし，ルート系が定める hC の実形を h0 と書く．ルート系
∆(gC, hC)の正系 ∆+ を一つ固定する．(Xα)α∈∆(gC,hC) を (gC, hC)に対する Chevalley系とし，これが定め
る対合を ψ と書く．

(1) g = spanR{Hα, Xα | α ∈ ∆(gC, hC)}と置くと，(g, h0)は (gC, hC)の実形である．
(2) (1)の実形 gに関する複素共役写像を σ : gC → gC と書く．このとき，ψσ = σψ であり，ψσ の固定点
全体のなす空間は

u = ih0 ⊕
⊕

α∈∆+

R(Xα +X−α) ⊕
⊕

α∈∆+

Ri(Xα −X−α)

であり，(u, ih0)は (gC, hC)のコンパクト実形である（すなわち，(u, ih0)は (gC, hC)の実形であり，u

はコンパクトである）．

証明 (1) Chevalley系に対応して定まる係数はすべて整数だから（命題 1.17），gは gC の実部分 Lie代数
である．また，g = spanR{Hα | α ∈ ∆(gC, hC)} ⊕

⊕
α∈∆(gC,hC) RXα だが，spanR{Hα | α ∈ ∆(gC, hC)}は

ルート系が定める hC の実形 h0 にほかならず，各 α ∈ ∆(gC, hC)に対して RXα は (gC)α = CXα の実形であ
る．よって，(g, h0)は (gC, hC)の実形である．

(2) ψσと σψはともに gの共役自己同型であり，容易に確かめられるように実形 g上で一致するから，gC
上でも一致する．また，これより (ψσ)2 = ψσσψ = idgC だから，ψσ = σψ は gC 上の共役対合であり，その
固定点全体のなす空間は gの実形である．ψσ の固定点全体のなす空間が与えられた uに等しいことは，容易
に確かめられる．uは ih0 を含み，ih0 は hC の実形だから，(u, ih0)は (gC, hC)の実形である．
uがコンパクトであることを示す．そのためには，Killing形式 Bu = BgC |u×u が非退化負値であることを
いえばよい（系 1.5）．uは

u = ih0 ⊕
⊕

α∈∆+

R(Xα +X−α) ⊕
⊕

α∈∆+

Ri(Xα −X−α)

と直和分解され，次のことがいえる．

• BgC は h0 上で非退化正値だから（補題 1.18 (1)），ih0 上で非退化負値である．
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• 各正ルート α ∈ ∆+ に対して，hC と (gC)α ⊕ (gC)−α は Killing形式 BgC に関して直交する（参照）．
したがって，BgC(ih0, Xα +X−α) = BgC(ih0, i(Xα −X−α)) = 0である．

• 異なる二つの正ルート α, β ∈ ∆+ に対して，(gC)α ⊕ (gC)−α と (gC)β ⊕ (gC)−β はKilling形式 BgC に
関して直交する（参照）．したがって，BgC(Xα +X−α, Xβ +X−β) = BgC(Xα +X−α, i(Xβ −X−β)) =
BgC(i(Xα −X−α), i(Xβ −X−β)) = 0である．

• 各 α ∈ ∆+ に対して，BgC(Xα, Xα) = BgC(X−α, X−α) = 0 かつ BgC(Xα, X−α) < 0 だから（補
題 1.18 (2), (3)），

BgC(Xα +X−α, Xα +X−α) = BgC(i(Xα −X−α), i(Xα +X−α)) = 2BgC(Xα, X−α) < 0,
BgC(Xα +X−α, i(Xα −X−α)) = 0

である．

以上より，Killing形式 Bu = BgC |u×u は非退化負値である．

定義 1.20（Chevalley系に伴うコンパクト実形） 命題 1.19の状況で，(u, ih0)（あるいは u）を，Chevalley
系 (Xα)α∈∆(gC,hC) に伴う (gC, hC)（あるいは gC）のコンパクト実形という．

1.5 コンパクト実形の存在と共役性
補題 1.21 gC を複素半単純 Lie代数，uをそのコンパクト実形とし，uに関する複素共役写像を τ : gC → gC

と書く．このとき，任意の x ∈ gC \ {0}に対して，BgC(x, τ(x)) < 0が成り立つ．

証明 Killing形式 Bu = BgC |u×u は非退化負値だから（系 1.5），任意の x = u + iv ∈ gC \ {0}（u, v ∈ u）
に対して，

BgC(x, τ(x)) = BgC(u+ iv, u− iv) = Bu(u, u) +Bu(v, v) < 0

である．

(gC, hC) を複素分裂簡約 Lie 代数とする．群準同型 c ∈ Hom(Z∆(gC, hC),C×) に対して，線型写像
δ(c) : gC → gC を，各 α ∈ ∆(gC, hC) ∪ {0}に対して δ(c)|(gC)α

= c(α)id(gC)α
として定める．cの準同型性よ

り，h ∈ hC を任意の α ∈ Z∆(gC, hC)に対して eα(h) = c(α)を満たすようにとれるから，

δ(c) = eadgC (h) ∈ IntgC(hC)

が成り立つ．したがって，群準同型

δ : Hom(Z∆(gC, hC),C×) → IntgC(hC)

が定まる．次の補題と定理では，この記号 δ を用いる．

補題 1.22 (gC, hC)を複素分裂簡約 Lie代数とする．ϕ ∈ Aut(gC, hC)であって ϕ|hC = idhC を満たすもの全
体のなす群は，δ(Hom(Z∆(gC, hC),C×))に等しい．*3

*3 この主張は，一般の標数 0の可換体 K上の分裂簡約 Lie代数に対しても，同様に成り立つ．証明も同様にできる．
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証明 δ(Hom(Z∆(gC, hC),C×))が主張の群に含まれることは明らかである．ϕ ∈ Aut(gC, hC)が ϕ|hC = idhC

を満たすとして，これが δ(Hom(Z∆(gC, hC),C×))に含まれることを示す．各 α ∈ ∆(gC, hC)に対して，

ϕ((gC)α) = {ϕ(x) ∈ gC | 任意の h ∈ hC に対して [h, x] = α(h)x}
= {y ∈ gC | 任意の h ∈ hC に対して [h, ϕ−1(y)] = α(h)ϕ−1(y)}
= {y ∈ gC | 任意の h ∈ hC に対して [ϕ(h), y] = α(h)y}
= {y ∈ gC | 任意の h ∈ hC に対して [h, y] = α(h)y}
= (gC)α

であり，ルート空間 (gC)α は 1次元だから（参照），

ϕ|(gC)α
= c(α)id(gC)α

(c(α) ∈ C×)

と置ける．
各 α ∈ ∆(gC, hC)に対して，ルートベクトル Xα ∈ (gC)α \ {0}を固定する．まず，α ∈ ∆(gC, hC)とする
と，[Xα, X−α] ∈ hC \ {0}（参照）かつ

c(α)c(−α)[Xα, X−α] = [ϕ(Xα), ϕ(X−α)] = ϕ([Xα, X−α]) = [Xα, X−α]

だから，
c(−α) = c(α)−1

である．次に，α, β, α+ β ∈ ∆(gC, hC)とすると，[Xα, Xβ ] ∈ (gC)α+β \ {0}（参照）かつ

c(α)c(β)[Xα, Xβ ] = [ϕ(Xα), ϕ(Xβ)] = ϕ([Xα, Xβ ]) = c(α+ β)[Xα, Xβ ]

だから，
c(α+ β) = c(α)c(β)

である．したがって，cはルート格子 Z∆(gC, hC)から C× への群準同型に（一意に）拡張される（参照）．こ
の拡張をそのまま c ∈ Hom(Z∆(gC, hC),C×)と書けば，ϕ = δ(c)である．

定理 1.23（コンパクト実形の存在と共役性 I） 複素分裂半単純 Lie代数 (gC, hC)は，δ(Hom(Z∆(gC, hC),R>0))
の下の共役を除いて一意なコンパクト実形をもつ．

証明 ルート系が定める hC の実形を h0 と書く．(gC, hC)に対する Chevalley系 (Xα)α∈∆(gC,hC) を一つ固定
し（定理 1.13），これに伴うコンパクト実形を (u, ih0)と置き，uに関する複素共役写像を τ : gC → gC と書
く．命題 1.19より，τ は，

τ(Hα) = −Hα, τ(Xα) = X−α (α ∈ ∆(gC, hC))

によって定まる gC 上の共役対合である．
(gC, hC) のコンパクト実形 (u′, ih0) を任意にとり（系 1.8 より，Cartan 部分代数は必ず ih0 である），u′

に関する複素共役写像を τ ′ : gC → gC と書く．τ と τ ′ はともに gC 上の共役対合で τ |ih0 = τ |ih0 = idih0

を満たすから，ττ ′ は gC の自己同型で (ττ ′)|hC = idhC を満たす．したがって，補題 1.22 より，ある
c ∈ Hom(Z∆(gC, hC),C×)が存在して，

ττ ′(Xα) = c(α)Xα (α ∈ ∆(gC, hC)),
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すなわち
τ ′(Xα) = c(α)X−α (α ∈ ∆(gC, hC))

となる．各 α ∈ ∆(gC, hC)に対して，補題 1.18 (3)と補題 1.21より

BgC(Xα, X−α) < 0, c(α)BgC(Xα, X−α) = BgC(Xα, τ
′(Xα)) < 0

だから，c(α) ∈ R>0 である．よって，c ∈ Hom(Z∆(gC, hC),R>0)である．
前段の cに対して，d ∈ Hom(Z∆(gC, hC),R>0)を d−2 = cとなるようにとる．各ルート α ∈ ∆(gC, hC)に
対して

δ(d)τδ(d)−1(Hα) = −Hα,

δ(d)τδ(d)−1(Xα) = d(−α)d(α)−1X−α = c(α)X−α

だから，δ(d)τδ(d)−1 = τ ′ である．u と u′ はそれぞれ τ と τ ′ の固定点全体のなす空間だから，これより，
δ(d)(u) = u′ が成り立つ．

系 1.24 複素分裂半単純 Lie代数 (gC, hC)の任意のコンパクト実形は，ある Chevalley系に伴うものである．

証明 命題 1.19と定理 1.23から従う．

定理 1.25（コンパクト実形の存在と共役性 II） 複素半単純 Lie代数 gC は，Int(gC)の下の共役を除いて一意
なコンパクト実形をもつ．

証明 存在 Chevalley系の存在（定理 1.13）と命題 1.19から従う．
共役性 uと u′ を gC のコンパクト実形とし，それぞれの Cartan部分代数 tと t′ をとる．すると，t(C) と

t′(C) はともに gC の Cartan部分代数だから，これらは Int(gC)の作用によって移り合う（Cartan部分代数の
共役性）．したがって，はじめから t(C) = t′(C) としてよいが，このとき，主張は定理 1.23から従う．

系 1.26 複素簡約 Lie代数 gC は，Aut(gC)の下の共役を除いて一意なコンパクト実形をもつ．

証明 gC は簡約だから，複素半単純 Lie代数 g′
C と複素可換 Lie代数 zC に直和分解される（参照）．u′ が g′

C

のコンパクト実形で zが zC の実形ならば u′ ⊕ zは gC のコンパクト実形であり，逆に gC のコンパクト実形は
この形のもので尽くされる．定理 1.23より g′

C は Int(g′
C)の下の共役を除いて一意なコンパクト実形をもち，

zC の実形はすべて Aut(zC) = GL(zC)の下で共役だから，主張が成り立つ．

注意 1.27 系 1.26の証明の状況で，Int(gC)の zC への作用は自明である．したがって，gC が半単純でない
限り，gC のコンパクト実形は，Int(gC)の下の共役を除いても一意ではない．

系 1.28 (1) コンパクト Lie代数 g1 と g2 が同型であるための必要十分条件は，それらの複素化 (g1)(C) と
(g2)(C) が同型であることである．

(2) コンパクト Lie代数 gが半単純であるための必要十分条件は，その複素化 g(C) が半単純であることで
ある．

(3) コンパクト Lie代数 gが単純であるための必要十分条件は，その複素化 g(C) が単純であることである．

証明 (1) 必要性は明らかであり，十分性はコンパクト実形の共役性（系 1.26）から従う．
(2) 半単純 Lie代数の一般論（参照）である．
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(3) 十分性は，単純 Lie 代数の一般論（参照）である．必要性を示す．g が単純であるとする．(2) より
g(C) は半単純だから，g(C) = (g1)C ⊕ · · · ⊕ (gn)C と複素単純 Lie代数の直和に分解される．コンパクト実形
の存在（定理 1.25）より，各 (gi)C はコンパクト実形 gi をもつ．それらの直和 g1 ⊕ · · · ⊕ gn は g(C) のコンパ
クト実形となるから，コンパクト実形の共役性（定理 1.25）より，g ∼= g1 ⊕ · · · ⊕ gn である．ところが，gは
単純だから，n = 1でなければならない．よって，g(C) は単純である．

系 1.28より，コンパクト Lie代数の同型類と複素簡約 Lie代数の同型類とは，複素化・コンパクト実形を
とる操作によって一対一に対応し，その中で，コンパクト半単純 Lie代数の同型類と複素半単純 Lie代数の同
型類，コンパクト単純 Lie代数の同型類と複素単純 Lie代数の同型類とが，それぞれ一対一に対応する．した
がって，Al 型（l ≥ 1），Bl 型（l ≥ 1），Cl 型（l ≥ 1），Dl 型（l ≥ 2），E6 型，E7 型，E8 型，F4 型，G2 型
のコンパクト半単純 Lie代数が，それぞれ同型を除いて一意に存在する．D2 以外の各型のコンパクト半単純
Lie代数は，単純である．

1.6 古典型コンパクト単純 Lie代数
本小節では，古典型コンパクト（半）単純 Lie代数とその Cartan部分代数を，具体的に構成する．

Al（l ≥ 1）型のコンパクト単純 Lie代数
実 Lie代数 u(n)と su(n)（n ∈ N）を，

u(n) = {X ∈ gl(n,C) | X +X∗ = 0},
su(n) = u(n) ∩ sl(n,C)

と定める．u(n)と su(n)はそれぞれ，gl(n,C)と sl(n,C)の実形であり，コンパクト連結 Lie群

U(n) = {g ∈ GL(n,C) | g∗g = In},
SU (n) = U(n) ∩ SL(n,C)

の Lie代数である．よって，su(l + 1)（l ≥ 1）は，Al 型のコンパクト単純 Lie代数である．
u(l + 1)と su(l + 1)のそれぞれの Cartan部分代数として，

tu(l+1) = {i diag(t1, . . . , tl+1) | t1, . . . , tl+1 ∈ R},
tsu(l+1) = {i diag(t1, . . . , tl+1) | t1, . . . , tl+1 ∈ R, t1 + · · · + tl+1 = 0}

がとれる．

Bl（l ≥ 1）型と Dl（l ≥ 2）型のコンパクト（半）単純 Lie代数
実 Lie代数 o(n,R)（n ∈ N）を，単に o(n)と書く．すなわち，

o(n) = o(n,R) = {X ∈ gl(n,R) | X +XT = 0}

である．o(n)は，o(n,C)の実形であり，コンパクト連結 Lie群

SO(n) = {g ∈ SL(n,R) | gTg = In}

の Lie代数である．よって，o(2l + 1)（l ≥ 1）は Bl 型のコンパクト単純 Lie代数であり，o(2l)（l ≥ 2）は
Dl 型のコンパクト半単純 Lie代数（l ≥ 3ならば，コンパクト単純 Lie代数）である．
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o(2l + 1)と o(2l)のそれぞれの Cartan部分代数として，

to(2l+1) =
{

diag
((

0 t1
−t1 0

)
, . . . ,

(
0 tl

−tl 0

)
, 0
) ∣∣∣∣ t1, . . . , tl ∈ R

}
,

to(2l) =
{

diag
((

0 t1
−t1 0

)
, . . . ,

(
0 tl

−tl 0

)) ∣∣∣∣ t1, . . . , tl ∈ R
}

がとれる．

Cl（l ≥ 1）型のコンパクト単純 Lie代数
実 Lie代数 sp(n)（n ∈ N）を，

sp(n) = {X ∈ gl(n,H) | X +X∗ = 0}

と定める．実 Lie代数 gl(n,H)から gl(2n,C)への単射準同型 A+Bj 7→
(

A −B

B A

)
によって，sp(n)は

sp(n)′ =
{(

A −B
B A

) ∣∣∣∣ A ∈ u(n), B ∈ Sym(n,C)
}

に移される．sp(n)′ は sp(n,C)の実形であり，sp(n)はコンパクト連結 Lie群

Sp(n) = {g ∈ GL(n,H) | g∗g = In}

の Lie代数である．よって，sp(l) ∼= sp(l)′（l ≥ 1）は，Cl 型のコンパクト単純 Lie代数である．
sp(l)の Cartan部分代数として，

tsp(l) = {i diag(t1, . . . , tl) | t1, . . . , tl ∈ R}

がとれる．

1.7 コンパクト単純 Lie代数の分類
本小節では，E6, E7, E8, F4, G2 型の（同型を除いて一意に存在する）コンパクト単純 Lie代数を，それぞ
れ e6, e7, e8, f4, g2 と書く．

定理 1.29（コンパクト単純 Lie代数の分類） 次に挙げる実 Lie代数は，いずれもコンパクトかつ単純である．
任意のコンパクト単純 Lie代数は，これらのいずれかに同型である．（表 1も参照のこと．）

• su(n) (n ≥ 2)
• o(n) (n = 3または ≥ 5)
• sp(n) (n ≥ 1)
• e6, e7, e8, f4, g2

証明 系 1.28 (1), (3)より，コンパクト単純 Lie代数の同型類と複素単純 Lie代数の同型類とは，複素化を通
して一対一に対応する．よって，主張は，複素単純 Lie 代数の分類と前小節で述べた古典型コンパクト単純
Lie代数の構成から従う．

注意 1.30（古典型コンパクト（半）単純 Lie代数の偶然同型） 古典型複素（半）単純 Lie代数の偶然同型と
系 1.28から，古典型コンパクト（半）単純 Lie代数の偶然同型が従う（表 2）．分類定理（定理 1.29）に挙げ
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表 1 コンパクト単純 Lie代数の分類

型 複素単純 Lie代数 コンパクト単純 Lie代数 Dynkin図形

Al (l ≥ 1) sl(l + 1,C) su(l + 1)
Bl (l ≥ 1) o(2l + 1,C) o(2l + 1)
Cl (l ≥ 1) sp(l,C) sp(l)

Dl (l ≥ 2) o(2l,C) o(2l)

E6 e6(C) e6

E7 e7(C) e7

E8 e8(C) e8

F4 f4(C) f4

G2 g2(C) g2

表 2 古典型コンパクト Lie代数の偶然同型

型 複素（半）単純 Lie代数 コンパクト（半）単純 Lie代数 Dynkin図形

A1 ∼= B1 ∼= C1 sl(2,K) ∼= o(3,K) ∼= sp(1,K) su(2) ∼= o(3) ∼= sp(1)
B2 ∼= C2 o(5,K) ∼= sp(2,K) o(5) ∼= sp(2)
A1 ⊕ A1 ∼= D2 sl(2,K) ⊕ sl(2,K) ∼= o(4,K) su(2) ⊕ su(2) ∼= o(4)
A3 ∼= D3 sl(4,K) ∼= o(6,K) su(4) ∼= o(6)

たコンパクト単純 Lie 代数の間の同型は，同表（「A1 ⊕ A1 ∼= D2」の行を除く）に挙げたもので尽くされて
いる．

2 極大トーラス
2.1 連結可換 Lie群
命題 2.1 T を連結可換 Lie群とし，t = Lie(T )と置く．

(1) (t, expT )は T の普遍被覆 Lie群であり，この被覆準同型の核 Ker(expT )は tの離散部分群である．
(2) T がコンパクトである（すなわち，トーラス（定義 2.7）である）とする．このとき，Ker(expT )は t

上の格子である．
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証明 (1) 指数写像 expT は，点 0 ∈ t において局所微分同相であり，T が可換であることより準同型であ
る．したがって，expT は Lie群の被覆準同型であり，その核 Ker(expT )は tの離散部分群である．さらに，t

は単連結であり T は連結だから，(t, expT )は T の普遍被覆 Lie群である．
(2) (1)より Ker(expT )は tの離散部分群であり，t/Ker(expT ) ∼= T はコンパクトだから，Ker(expT )は

t上の格子である．

2.2 Cartan部分群
命題 2.2 Gをコンパクトな Lie代数をもつ Lie群，T をその連結部分 Lie群とし，g = Lie(G)，t = Lie(T )
と置く．次の条件は同値である．

(a) T は Gの連結閉可換部分 Lie群の中で極大である．
(b) T は Gの連結可換部分 Lie群の中で極大である．
(c) tは gの極大可換部分空間である．
(d) tは gの Cartan部分代数である．

証明 (a) ⇐⇒ (b) Gの連結可換部分 Lie群の閉包はまた連結可換部分 Lie群だから（閉部分群定理を用い
た），T が連結可換部分 Lie群の中で極大ならば T は閉である．よって，T が Gの連結閉可換部分 Lie群の中
で極大であることと，連結可換部分 Lie群の中で極大であることとは同値である．

(b) ⇐⇒ (c) Gの連結可換部分 Lie群と gの可換部分空間とは，Lie代数をとる操作によって一対一に対
応し，この対応は包含関係を保つ．よって，T が Gの連結可換部分 Lie群の中で極大であることと，tが gの
極大可換部分空間であることとは同値である．

(c) ⇐⇒ (d) 系 1.6ですでに示した．

定義 2.3（Cartan部分群） コンパクトな Lie代数をもつ Lie群Gの連結 Cartan部分群（connected Cartan
subgroup）とは，連結部分 Lie群 T ⊆ Gであって命題 2.2の同値な条件を満たすものをいう．Gが連結であ
る場合には，その連結 Cartan部分群を単に Cartan部分群（Cartan subgroup）という．

命題 2.4（Cartan部分群の存在と共役性） コンパクトな Lie代数をもつ Lie群 Gは，共役を除いて一意な連
結 Cartan部分群をもつ．

証明 コンパクト Lie 代数 g = Lie(G) は，Ad(G) の下の共役を除いて一意な Cartan 部分代数をもつ（定
理 1.10，注意 1.11）．よって，主張は，命題 2.2の条件 (d)から従う．

命題 2.5 Gをコンパクトな Lie代数をもつ Lie群とする．Gの任意の連結可換部分 Lie群 S に対して，そ
れを含む Gの連結 Cartan部分群が存在する．

証明 Lie(S)は Lie(G)の可換部分 Lie代数だから，それを含む極大可換部分空間 t ⊆ Lie(G)がとれる．G
の連結部分 Lie群であって tを Lie代数にもつものを T と置くと，T は Gの Cartan部分群であり（命題 2.2
の条件 (c)），S を含む．

命題 2.6 G をコンパクトな Lie 代数をもつ Lie 群とし，T を G の連結 Cartan 部分群とする．このとき，
G = G0NG(T ) = NG(T )G0 である．
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証明 g ∈ G を任意にとる．T と gTg−1 はともに G0 の連結 Cartan 部分群だから，連結 Cartan 部分群
の共役性（命題 2.4）より，ある g0 ∈ G0 が存在して g0gTg

−1g−1
0 = T となる．このとき，g0g ∈ NG(T )

だから，g = g−1
0 (g0g) ∈ G0NG(T ) である．よって，G = G0NG(T ) であり，逆元をとる写像を考えれば，

G = NG(T )G0 も得られる．

2.3 極大トーラスの性質
定義 2.7（トーラス） コンパクト連結可換 Lie群を，トーラス（torus）という．

定義 2.8（極大トーラス） Lie群 Gのトーラス（torus）とは，その部分 Lie群であってトーラスであるもの
をいう．Gのトーラスの中で極大なものを，Gの極大トーラス（maximal torus）という．

コンパクト Lie群のトーラスとは，その連結閉可換部分 Lie群のことにほかならない．したがって，コンパ
クト Lie群の極大トーラスとは，その連結 Cartan部分群のことにほかならない（命題 2.2の条件 (a)）．

補題 2.9 Gをコンパクト Lie群とし，g = Lie(G)と置く．このとき，Adg(G)の任意の元は，半単純である．

証明 Adg(G)はコンパクトだから，g上の Adg(G)不変な内積がとれる．Adg(G)の任意の元は，この内積
に関する直交変換だから，半単純である．

補題 2.10 Gをコンパクト Lie群とする．写像 ϕ : G×G → Gを，ϕ(g, t) = gtg−1 と定める．このとき，任
意の点 t ∈ Gに対して，ϕ(G× tZG(t)0)は tの近傍である．

証明 g = Lie(G)と置く．ϕの点 (e, t)における微分 dϕ(e,t) : g × tg → tgは

dϕ(e,t)(x, 0) = d

dr

∣∣∣∣
r=0

erxte−rx = d

dr

∣∣∣∣
r=0

ter Adg(t−1)xe−rx = t(Adg(t−1)x− x),

dϕ(e,t)(0, ty) = d

dr

∣∣∣∣
r=0

tety = ty

で与えられるから，
dϕ(e,t)(g × tZg(t)) = t((Adg(t−1) − idg)(g) + Zg(t))

である．ここで，Adg(t−1) は半単純だから（補題 2.9），g(C) は Adg(C)(t−1) の固有空間に直和分解される．
(Adg(t−1) − idg)(g)の複素化は 1以外の固有値の固有空間の直和に等しく，Zg(t)の複素化は固有値 1の固
有空間に等しいから，これらの和は g(C) 全体となる．したがって，(Adg(t−1) − idg)(g) + Zg(t) = gである．
よって，dϕ(e,t)(g × tZg(t)) = tgだから，ϕ(G× tZG(t)0)は tの近傍である．

定理 2.11 Gをコンパクト連結 Lie群とし，T をその極大トーラスとする．このとき，Gの任意の元は，T
のある元に共役である．

証明 写像 ϕ : G × G → G を，ϕ(g, t) = gtg−1 と定める．G と T はコンパクトだから，ϕ(G × T ) はコン
パクトであり，したがって，Gにおいて閉である．あとは，ϕ(G× T )が Gにおいて開であることを示せば，
ϕ(G× T ) = Gであることがわかる．ϕ(G× T )は Gの共役による作用に関して安定だから，ϕ(G× T )が G

において開であることを示すためには，ϕ(G × T )が任意の点 t ∈ T の近傍であることを示せば十分である．
このことを，Gの次元に関する帰納法で示す．g = Lie(G)と置く．
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まず，t ∈ Z(G) である場合を考える．任意の x ∈ g は g のある極大可換部分空間 t′ に含まれ，これ
を Lie 代数にもつ G の連結部分 Lie 群を T ′ と書くと，ex ∈ T ′ である．T ′ は G の極大トーラスだか
ら，ある g ∈ G が存在して gexg−1 ∈ gT ′g−1 = T となる（命題 2.4）．この g について，t ∈ Z(G) より
tex = g−1tgexg−1g = ϕ(g−1, tgexg−1) ∈ ϕ(G × T ) が成り立つ．よって，t exp(g) ⊆ ϕ(G × T ) だから，
ϕ(G× T )は tの近傍である．
次に，t /∈ Z(G) である場合を考える．ZG(t) の主連結成分 ZG(t)0 は，コンパクト連結 Lie 群である．

T ⊆ ZG(t) であり，T は連結だから，T ⊆ ZG(t)0 である．T は G の極大トーラスだから，ZG(t)0 の極大
トーラスでもある．また，t /∈ Z(G)より Lie(ZG(t)0) = Zg(t) ⊊ gだから，dim ZG(t)0 < dimGである．し
たがって，帰納法の仮定より

ZG(t)0 = ϕ(ZG(t)0 × T ) ⊆ ϕ(G× T )

だから，
ϕ(G× ZG(t)0) = ϕ(G× T )

を得る．一方で，補題 2.10より，ϕ(G× ZG(t)0) = ϕ(G× tZG(t)0)（t ∈ T ⊆ ZG(t)0 であることを用いた）
は tの近傍である．よって，ϕ(G× T )は tの近傍である．これで，帰納法が完成した．

系 2.12 コンパクト連結 Lie群 Gの指数写像は，全射である．

証明 定理 2.11 より，G はその極大トーラス全体の合併に等しい．トーラスの指数写像は全射だから（命
題 2.1 (1)），Gの指数写像も全射である．

系 2.13 コンパクト連結 Lie群 Gのすべての極大トーラスの交叉は，中心 Z(G)に等しい．

証明 定理 2.11より Gはその極大トーラス全体の合併に等しいから，z ∈ Gが Gのすべての極大トーラス
に含まれるとすると，z ∈ Z(G)である．一方で，T を Gの極大トーラスとすると，定理 2.11より，任意の
z ∈ Z(G)に対してある g ∈ Gが存在して z = gzg−1 ∈ T となる．よって，Gのすべての極大トーラスの交
叉は，中心 Z(G)に等しい．

系 2.14 Gをコンパクト連結 Lie群とし，S をその連結可換部分 Lie群とする．このとき，中心化子 ZG(S)
は，Gの極大トーラスであって S を含むもの全体の合併に等しい．

証明 任意の g ∈ ZG(S) に対して，G の極大トーラスであって g と S を含むものが存在することを示せば
よい．ZG(g) の主連結成分 ZG(g)0 は，コンパクト連結 Lie 群である．S ⊆ ZG(g) であり，S は連結だか
ら，S ⊆ ZG(g)0 である．また，定理 2.11 より G の極大トーラスであって g を含むものが存在するから，
g ∈ ZG(g)0 である．ZG(g)0 の極大トーラス T であって S を含むものをとると（命題 2.5），系 2.13 より
g ∈ Z(ZG(g)0) ⊆ T である．g を含むトーラスは必ず ZG(g)0 に含まれるから，T は Gの極大トーラスでも
ある．これで，主張が示された．

系 2.15 Gをコンパクト連結 Lie群とする．

(1) Gの連結可換部分 Lie群 S に対して，中心化子 ZG(S)は連結である．
(2) G の極大トーラス T に対して，中心化子 ZG(T ) は T に等しい．特に，T は G において極大可換で
ある．

証明 系 2.14から従う．

17



系 2.16 Gをコンパクト連結 Lie群とし，g = Lie(G)と置く．aを gの部分集合とし，aの任意の二つの元
は可換であるとする．このとき，ZG(a)は連結である．

証明 仮定より，spanR aは gの可換部分 Lie代数である．これを Lie代数にもつ Gの連結部分 Lie群を A

と置くと，ZG(a) = ZG(spanR a) = ZG(A)だから，主張は系 2.15 (1)から従う．

本小節で述べたコンパクト連結 Lie群に関する結果は，コンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群の Cartan
部分群にまで拡張できる．3.2節を参照のこと．

2.4 ルート格子と整ベクトルのなす加法群
g をコンパクト Lie 代数，t をその Cartan 部分代数とし，∆ = ∆(g(C), t(C))，(t(C))∗

u = {λ ∈ (t(C))∗ |
λ(t) ⊆ iR}（これは自然に it∗ と同一視される）と置く．本稿の以下の部分では，次の記号を用いる．

• Q(∆)で，ルート格子 Z∆を表す．
• P (∆)で，∆に関する整ベクトルのうち (t(C))∗

u に属するもの全体のなす加法群を表す．すなわち，

P (∆) = {λ ∈ (t(C))∗
u | 任意の α ∈ ∆に対して λ(Hα) ∈ Z}

である．
• Q(2πi∆∨)で，ルート格子 Z(2πi∆∨) = spanZ{2πiHα | α ∈ ∆}を表す．
• P (2πi∆∨)で，2πi∆∨ に関する整ベクトルのうち tに属するもの全体のなす加法群を表す．すなわち，

P (2πi∆∨) = {h ∈ t | 任意の α ∈ ∆に対して α(h) ∈ 2πiZ}

である．

補題 2.17 V と V ′ を有限次元実ベクトル空間とし，〈–, –〉 : V ′ × V → Rを非退化双線型形式とする．Γ を
V の閉部分群とし，

Γ∨ = {v′ ∈ V ′ | 〈v′, Γ 〉 ⊆ Z}

と置くと，
Γ = {v ∈ V | 〈Γ∨, v〉 ⊆ Z}

が成り立つ．

証明 有限次元実ベクトル空間の閉部分群の分類定理より，V の基底 (e1, . . . , en)と k, l ∈ N（k+ l ≤ n）が
存在して，Γ = Re1 ⊕ . . .Rek ⊕Zek+1 ⊕· · ·⊕Zek+l と書ける．非退化双線型形式 〈–, –〉に関する (e1, . . . , en)
の双対基底を (e′

1, . . . , e
′
n)と書くと，

Γ∨ = Ze′
k+1 ⊕ · · · ⊕ Ze′

k+l ⊕ Re′
k+l+1 ⊕ · · · ⊕ Re′

n

である．示すべき等式の右辺を Γ∨∨ と置くと，

Γ∨∨ = Re1 ⊕ . . .Rek ⊕ Zek+1 ⊕ · · · ⊕ Zek+l = Γ

となり，主張が成り立つ．
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命題 2.18 g をコンパクト Lie 代数，t をその Cartan 部分代数とし，∆ = ∆(g(C), t(C))，(t(C))∗
u = {λ ∈

(t(C))∗ | λ(t) ⊆ iR}と置く．λ ∈ (t(C))∗
u と h ∈ tに対して，〈λ, h〉 = (2πi)−1λ(h)と定める．このとき，

Q(∆) = {λ ∈ (t(C))∗
u | 〈λ, P (2πi∆∨)〉 ⊆ Z}, Q(2πi∆∨) = {h ∈ t | 〈P (∆), h〉 ⊆ Z},

P (∆) = {λ ∈ (t(C))∗
u | 〈λ,Q(2πi∆∨)〉 ⊆ Z}, P (2πi∆∨) = {h ∈ t | 〈Q(∆), h〉 ⊆ Z}

である．

証明 P (∆)と P (2πi∆∨)に関する等式は，これらの定義からただちに従う．また，これらの等式と補題 2.17
から，それぞれ Q(2πi∆∨)と Q(∆)に関する等式が従う．

2.5 加法群 X(T )

定義 2.19 T を連結可換 Lie群とし，t = Lie(T )と置く．X(T )と XC(T )を，

X(T ) = {λ ∈ (t(C))∗ | λ|t の持ち上げ χ : T → U(1)が存在する},
XC(T ) = {λ ∈ (t(C))∗ | λ|t の持ち上げ χ : T → C× が存在する}

と定める．

注意 2.20 T を連結可換 Lie群とし，t = Lie(T )と置く．

(1) T 上の定数関数 1 は 0 の持ち上げである．また，λ1, λ2 ∈ (t(C)) とし，χ1, χ2 : T → C×（あるいは
U(1)）がそれぞれ λ1|t, λ2|t の持ち上げであるとすると，χ1χ2 は (λ1 + λ2)|t の持ち上げであり，χ−1

1

は −λ1|t の持ち上げである．したがって，X(T )と XC(T )は，加法に関して (t(C))∗ の部分群をなす．
(2) Lie(U(1)) = iRだから，(t(C))∗

u = {λ ∈ (t(C))∗ | λ(t) ⊆ iR}と置くと，X(T ) = XC(T ) ∩ (t(C))∗
u で

ある．

命題 2.21 T を連結可換 Lie群とし，t = Lie(T )，(t(C))∗
u = {λ ∈ (t(C))∗ | λ(t) ⊆ iR}と置く．λ ∈ (t(C))∗

u

と h ∈ tに対して，〈λ, h〉 = (2πi)−1λ(h)と定める．このとき，

X(T ) = {λ ∈ (t(C))∗
u | 〈λ,Ker(expT )〉 ⊆ Z}, Ker(expT ) = {h ∈ t | 〈X(T ), h〉 ⊆ Z}

である．

証明 λ ∈ (t(C))∗
u とする．T の 1 次元連続表現 χ : T → U(1) が λ|t の持ち上げであるための必要十分条件

は，図式
t iR

T U(1)

expT

λ|t

exp

χ

が可換であることである．指数写像 expT は Lie群の全射被覆準同型だから（命題 2.1 (1)），このような χが
存在するための必要十分条件は，λ(Ker(expT )) ⊆ 2πiZであることである．よって，X(T )に関する等式が成
り立つ．また，この等式と補題 2.17から，Ker(expT )に関する等式が従う．

系 2.22 T をトーラスとし，t = Lie(T )，(t(C))∗
u = {λ ∈ (t(C))∗ | λ(t) ⊆ iR}と置く．このとき，X(T ) =

XC(T )であり，これらは (t(C))∗
u 上の格子である．

19



証明 T はコンパクトだから，連続指標 χ : T → C× は必ずユニタリである．したがって，X(T ) = XC(T )
である．また，Ker(expT )は t上の格子だから（命題 2.1 (2)），命題 2.21より，X(T )は (t(C))∗

u 上の格子で
ある．

補題 2.23 g をコンパクト Lie 代数とし，t をその Cartan 部分代数とする．このとき，各ルート α ∈
∆(g(C), t(C))に対して，次の条件を満たす xα, yα, zα ∈ gが存在する．

(i) xα, yα ∈ ((g(C))α ⊕ (g(C))−α) ∩ gかつ zα = (i/2)Hα ∈ tである．
(ii) xα, yα, zα は線型独立である．
(iii) [xα, yα] = zα，[yα, zα] = xα，[zα, xα] = yα である．

さらに，xα, yα, zα がこれらの条件を満たすとき，Lie代数の単射準同型 ϕα : su(2) → gであって

ϕ

(
1
2

(
0 1

−1 0

))
= xα, ϕ

(
i

2

(
0 1
1 0

))
= yα, ϕ

(
i

2

(
1 0
0 −1

))
= zα

を満たすものが，一意に存在する．

証明 一般性を失わず，g が半単純であると仮定する．系 1.24 より，(g, t) は (g(C), t(C)) に対するある
Chevalley系 (Xα)α∈∆(g(C),t(C)) に伴うコンパクト実形である．そこで，

xα = 1
2

(Xα +X−α), yα = i

2
(Xα −X−α), zα = i

2
Hα

と置くと，xα, yα ∈ gかつ zα ∈ tであり，これらは線型独立であり，

[xα, yα] = i

4
[Xα +X−α, Xα −X−α] = i

2
Hα = zα,

[yα, zα] = −1
4

[Xα −X−α,Hα] = 1
2

(Xα +X−α) = xα,

[zα, xα] = i

4
[Hα, Xα +X−α] = i

2
(Xα −X−α) = yα

を満たす．一方で，su(2)の基底

1
2

(
0 1

−1 0

)
,

i

2

(
0 1
1 0

)
,

i

2

(
1 0
0 −1

)
も同じ交換関係を満たす．よって，主張の条件を満たす Lie代数の単射準同型が一意に存在する．

命題 2.24 G をコンパクトな Lie 代数をもつ連結 Lie 群，T をその Cartan 部分群とし，g = Lie(G)，
t = Lie(T )，∆ = ∆(g(C), t(C))と置く．

(1) Q(∆) ⊆ X(T ) ⊆ P (∆)である．
(2) Q(2πi∆∨) ⊆ Ker(expT ) ⊆ P (2πi∆∨)である．

証明 G の随伴表現の T への制限 Adg(C) |T の微分表現は，g(C) の随伴表現の t への制限 adg(C) |t であり，
h ∈ tは各ルート空間 (g(C))α に α(h)倍写像として作用する．したがって，Adg(C) |T は各ルート空間 (g(C))α

上の 1次元部分表現を定め，これが α|t の持ち上げとなる．よって，∆ ⊆ X(T )だから，Q(∆) ⊆ X(T )が成
り立つ．このことと命題 2.18と命題 2.21より，Ker(expT ) ⊆ P (2πi∆∨)も成り立つ．
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補題 2.23より，各ルート α ∈ ∆(g(C), t(C))に対して，Lie代数の単射準同型 ϕα : su(2) → gであって

ϕα

(
i

(
1 0
0 −1

))
= iHα

を満たすものがとれる．さらに，SU (2)は su(2)を Lie代数にもつ単連結 Lie群だから，ϕα は Lie群の準同
型 fα : SU (2) → Gに持ち上がる．したがって，

exp(2πiHα) = exp
(
ϕα

(
2πi

(
1 0
0 −1

)))
= fα

(
exp

(
2πi

(
1 0
0 −1

)))
= fα

((
1 0
0 1

))
= 1

であり，2πiHα ∈ Ker(expT )を得る．よって，Q(2πi∆∨) ⊆ Ker(expT )が成り立つ．このことと命題 2.18，
命題 2.21より，X(T ) ⊆ P (∆)も成り立つ．

2.6 Weyl群
定義 2.25（Weyl 群） G をコンパクト連結 Lie 群とし，T をその極大トーラスとする．(G,T ) の Weyl 群
（Weyl group）を，

W(G,T ) = NG(T )/ZG(T ) = NG(T )/T

と定める（第 2の等号は，系 2.15より成り立つ）．

注意 2.26 Gをコンパクト連結 Lie群とし，T をその極大トーラスとし，g = Lie(G)，t = Lie(T )と置く．
NG(T )は Gの閉部分群だからコンパクトであり，その Lie代数はNg(t) = tである．したがって，Weyl群
W(G,T ) = NG(T )/T は有限である．

gT ∈ W(G,T )（g ∈ NG(T )）に対して Lie群 T の自己同型 t 7→ gtg−1 が代表元 g のとり方によらずに定
まり，これによって，Weyl群W(G,T )の Lie群 T への作用が定まる．さらに，この作用の微分とその反傾
表現を考えることにより，Weyl群W(G,T )の tや t∗ 上の連続表現が定まる．

命題 2.27 Gをコンパクト連結 Lie群とし，T をその極大トーラスとする．Weyl群W(G,T )の T への作
用に関する軌道空間W(G,T )\T と，Gの共役類空間（Gの自身への共役による作用に関する軌道空間）G♯

を考える．このとき，T から Gへの包含写像は，W(G,T )\T から G♯ への同相写像を誘導する．

証明 二つの点 t, t′ ∈ T がW(G,T )の作用で移り合うならば，ある g ∈ NG(T )が存在して gtg−1 = t′ とな
るから，Gにおいて共役である．したがって，T から Gへの包含写像は，連続写像 ι : W(G,T )\T → G♯ を
誘導する．Gの任意の元は T のある元に共役だから（定理 2.11），ιは全射である．ιの単射性を示す．その
ためには，t ∈ T と g ∈ Gが gtg−1 ∈ T を満たすとして，ある g1 ∈ NG(T )が存在して g1tg

−1
1 = gtg−1 とな

ることを示せばよい．ZG(gtg−1)の主連結成分 ZG(gtg−1)0 はコンパクト連結 Lie群であり，T と gTg−1 を
ともに含む．T と gTg−1 は，Gの極大トーラスだから，ZG(gtg−1)0 の極大トーラスでもある．したがって，
極大トーラスの共役性（命題 2.4）より，ある z ∈ ZG(gtg−1)0 が存在して zgTg−1z−1 = T を満たす．よっ
て，g1 = zg と置けば，g1 ∈ NG(T )かつ g1tg

−1
1 = zgtg−1z−1 = gtg−1 となる．

W(G,T )\T と G♯ はともに，コンパクト Hausdorff 群のコンパクト Hausdorff 空間への（したがって，
固有な）連続作用に関する軌道空間だから，コンパクト Hausdorff 空間である．前段で示したように，ι は
W(G,T )\T から G♯ への連続全単射だから，同相である．
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補題 2.28 W を群とし，W ′ をその部分群とする．W 集合 X であって，W の X への作用が自由であり，
W ′ の X への作用が推移的であるものが存在するとする．このとき，W ′ = W である．

証明 w ∈ W を任意にとり，1 点 x ∈ X を固定する．W ′ の X への作用が推移的であることより，ある
w′ ∈ W ′ が存在して w · x = w′ · xを満たす．W の X への作用は自由だから，w = w′ ∈ W ′ を得る．よっ
て，W ′ = W である．

補題 2.29 Gをコンパクト連結 Lie群，T をその極大トーラスとし，g = Lie(G)，t = Lie(T )と置く．この
とき，任意の w ∈ W(g(C), t(C))に対して，ある g ∈ NG(T )が存在して，w = Adt(C)(g)∗−1 を満たす．

証明 任意のルート α ∈ ∆(g(C), t(C)) に対して，ルート鏡映 sα がある gα ∈ NG(T ) を用いて sα =
Adt(C)(gα)∗−1 と表せることを示せばよい．xα, yα, zα を補題 2.23 のようにとり，t ∈ R とする．任意の
h ∈ Ker(α)に対して，ad(xα)h = 0より

Ad(etxα)h = et ad(xα)(h) = h

である．また，ad(xα)zα = −yα と ad(xα)2zα = − ad(xα)yα = −zα より

Ad(etxα)zα = et ad(xα)(zα)

=
∞∑

k=0

tk

k!
ad(xα)kzα

=
∞∑

k=0

(−1)kt2k

(2k)!
zα −

∞∑
k=0

(−1)kt2k+1

(2k + 1)!
yα

= cos(t)zα − sin(t)yα

である．t(C) = Czα ⊕ Ker(α)だから，上式より，Ad(etxα)は t(C) を安定にし，したがって，t = t(C) ∩ gも
安定にする．これより，etxα ∈ NG(T )である．さらに，t = π のときは，

Ad(eπxα)h = h (h ∈ Ker(α)), Ad(eπxα)zα = −zα

となるから，Adt(C)(eπxα) = s∗−1
α が成り立つ．よって，gα = eπxα と置けばよい．

補題 2.30 G をコンパクト連結 Lie 群，T をその極大トーラスとし，g = Lie(G)，t = Lie(T ) と置く．Π
をルート系 ∆(g(C), t(C)) の基底とする．このとき，g ∈ NG(T ) が Adt(C)(g)∗−1(Π) = Π を満たすならば，
g ∈ T である．

証明 Π に関する正ルート全体のなす集合を ∆+ と書き，ρ = (1/2)
∑

α∈∆+
α と置く．iρ|t ∈ t∗ である

（系 1.7）．t∗ 上のW(G,T ) 不変な内積 〈–, –〉 を一つ固定し（W(G,T ) は有限群だから，このような内積が
存在する），この内積が定める線型同型 t ∼= t∗ によって iρ|t ∈ t∗ に対応する元を h ∈ t と書く．t∗ 上の
内積 〈–, –〉 を複素化して得られる (t(C))∗ 上の非退化対称双線型形式を同じ記号で表すと，補題 2.29 より，
〈–, –〉 はW(g(C), t(C)) 不変である．したがって，ルート系の一般論（参照 1，参照 2）より，任意のルート
α ∈ ∆(g(C), t(C))に対して

α(h) = 〈α, iρ〉 6= 0 (∗)

が成り立つ．
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g ∈ NG(T )が Adt(C)(g)∗−1(Π) = Π を満たすとする．すると，Adt(g)∗−1(iρ|t) = iρ|t であり，Adt(g)∗−1

は t∗ 上の内積 〈–, –〉を不変にするから，Adt(h) = hである．すなわち，g ∈ ZG(h)である．ZG(h)は連結で
あり（系 2.16），その Lie代数は

Zg(h) = Zg(C)(h) ∩ g = t(C) ∩ g = t

だから（(∗)より Zg(C)(h) = t(C) であることを用いた），ZG(h) = T である．よって，g ∈ T である．

定理 2.31 G をコンパクト連結 Lie 群，T をその極大トーラスとし，g = Lie(G)，t = Lie(T ) と置く．
W(G,T )から (t(C))∗ への写像 gT 7→ Adt(C)(g)∗−1 は，W(G,T )からW(g(C), t(C))への群同型を与える．

証明 g ∈ NG(T )に対して，Adt(g) = idt であるための必要十分条件は，T から自身への写像 t 7→ gtg−1 が
恒等写像であること，すなわち，g ∈ ZG(T )であることである．したがって，ϕ(gT ) = Adt(C)(g)∗−1 によっ
て定まる写像 ϕ : W(G,T ) → GL((t(C))∗)は，単射群準同型である．あとは，ϕ(W(G,T )) = W(g(C), t(C))
を示せばよい．
補題 2.29より，W(g(C), t(C)) ⊆ ϕ(W(G,T ))である．また，Weyl群W(g(C), t(C))はルート系∆(g(C), t(C))
の基底全体のなす集合に推移的に作用し（参照），W(G,T )は同じ集合に自由に作用する（補題 2.30）．よっ
て，補題 2.28より，ϕ(W(G,T )) = W(g(C), t(C))である．

3 コンパクト Lie群の位相的性質
3.1 Weylの定理
補題 3.1 Gを局所コンパクト連結 Hausdorff群，Γ をその離散部分群とし，G/Γ はコンパクトであるとす
る．このとき，Γ は有限生成である．

証明 G/Γ がコンパクトであることより，コンパクト集合 C ⊆ Gであって G = CΓ を満たすものがとれる．
必要ならば C を大きくとりなおして，G = C◦Γ（C◦ は，C の内部を表す）であり，かつ G =

⋃∞
n=1 C

n で
あるとしてよい．C2 はコンパクト集合であり (C◦g)g∈Γ はその開被覆だから，有限部分集合 F ⊆ Γ であっ
て C2 ⊆ C◦F ⊆ CF を満たすものが存在する．このことから帰納的に，任意の n ∈ N>0 に対して Cn ⊆ CF

であることがわかる．G =
⋃∞

n=1 C
n だったから，G = CF を得る．したがって，任意の g ∈ Γ は g = g1g2

（g1 ∈ C，g2 ∈ F）と書けるが，このとき g1 = gg−1
2 ∈ Γ だから，g1 ∈ C ∩ Γ である．よって，Γ は群とし

て有限部分集合 (C ∩ Γ ) ∪ F によって生成される．

補題 3.2 連結位相群 Gの離散正規部分群 Γ は，中心 Z(G)に含まれる．

証明 x ∈ Γ を任意にとる．Gから Γ への連続写像 g 7→ gxg−1 は，Gが連結で Γ が離散であることより定
値であり，単位元 eを xに移すから，常に値 xをとる．すなわち，x ∈ Z(G)である．

補題 3.3 Gをコンパクト連結 Lie群，(G̃, p)をその連結なm重被覆 Lie群（m ∈ N>0）とし，g = Lie(G) =
Lie(G̃)と置く．T と T̃ をそれぞれ Gと G̃の極大トーラスとし，これらは共通の Lie代数 tをもつとする．

(1) p(T̃ ) = T であり，(T̃ , p|T̃ )は T の連結なm重被覆 Lie群である．
(2) X(T ) ⊆ X(T̃ )かつ (X(T̃ ) : X(T )) = mが成り立つ．
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証明 (1) p(T̃ ) は Lie(p)(t) = t を Lie 代数にもつ G の連結部分 Lie 群だから，T に等しい．Lie 群の準
同型 p|T̃ : T̃ → T の微分は idt だから，p|T̃ は Lie 群の被覆準同型である．さらに，補題 3.2 と系 2.13 より
Ker(p) ⊆ Z(G̃) ⊆ T̃ だから，(T̃ , p|T̃ )の被覆次数は (G̃, p)の被覆次数と等しくmである．

(2) T と T̃ の指数写像は expT = p|T̃ ◦ expT̃ を満たすから，Ker(expT̃ ) ⊆ Ker(expT )かつ (Ker(expT ) :
Ker(expT̃ )) = # Ker(p|T̃ ) = mである．よって，命題 2.21と格子に関する一般論より，X(T ) ⊆ X(T̃ )かつ
(X(T̃ ) : X(T )) = mが成り立つ．

定理 3.4（Weylの定理） 連結 Lie群 Gがコンパクトかつ半単純な Lie代数 gをもつならば，Gはコンパク
トである．

証明 必要ならば普遍被覆 Lie群を考えることで，一般性を失わず，Gは単連結であると仮定する．gがコン
パクトであることより，gと同型な Lie代数をもつコンパクト連結 Lie群 G′ が存在し，G′ は Gのある離散正
規部分群 Γ による商 G/Γ と同型である．Gがコンパクトであることを示すためには，Γ が有限であること
を示せばよい．
Γ は，有限生成であり（補題 3.1），中心 Z(G)に含まれる（補題 3.2）から可換である．したがって，有限
生成可換群の構造定理より，もし Γ が無限ならば，任意のm ∈ N>0 に対して指数mの部分群 Γ1 ⊆ Γ が存
在する．等化準同型を p : G/Γ1 → G/Γ と書くと，(G/Γ1, p)は G/Γ のm重被覆 Lie群である．G/Γ はコ
ンパクトだから，G/Γ1 もコンパクトである．ここで，gの Cartan部分代数 tを一つ固定し，これを Lie代数
にもつ G/Γ1 と G/Γ の極大トーラスをそれぞれ T̃ と T と書く．また，∆ = ∆(g(C), t(C))と置き，Q(∆)と
P (∆)を前小節のとおりに定める．すると，

Q(∆) ⊆ X(T ) ⊆ X(T̃ ) ⊆ P (∆), (X(T̃ ) : X(T )) = m

である（命題 2.24 (1)，補題 3.3）．一方で，gが半単純であることより，Q(∆)と P (∆)はともに実ベクトル
空間 {λ ∈ (t(C))∗ | λ(t) ⊆ iR}上の格子だから，(P (∆) : Q(∆)) < ∞である．これは，m ∈ N>0 を任意にと
れることに矛盾する．よって，背理法より，Γ は有限である．

系 3.5 Gをコンパクト連結 Lie群とし，(G̃, p)をその普遍被覆 Lie群とする．このとき，次の条件は同値で
ある．

(a) Gは半単純である．
(b) 中心 Z(G)は有限である．
(c) G̃はコンパクトである．
(d) 基本群 π1(G)は有限である．

証明 g = Lie(G)と置く．gは，コンパクト半単純 Lie代数 [g, g]と可換 Lie代数 Z(g)に（Lie代数として）
直和分解される（系 1.4）．

(a) ⇐⇒ (b) Gが半単純であるための必要十分条件は，Z(g) = 0であることである．Z(G)はコンパクト
Lie 群 G の閉部分群であって Z(g) を Lie 代数にもつから，Z(g) = 0 は，Z(G) が有限であることと同値で
ある．

(a) ⇐⇒ (c) G̃′ を [g, g]を Lie代数にもつ単連結 Lie群とすると，G̃ ∼= G̃′ × Z(g)である（ここで，Z(g)
を，加法によって Lie群とみなしている）．Weylの定理（定理 3.4）より G̃′ はコンパクトだから，G̃がコン
パクトであるための必要十分条件は，Z(g) = 0，すなわち Gが半単純であることである．
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(c) ⇐⇒ (d) G̃ がコンパクトであることは，Ker(p) が有限であることと同値である．基本群 π1(G) は
Ker(p)に同型だから，主張が成り立つ．

3.2 Cartan部分群の性質
命題 3.6 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群とし，g = Lie(G)と置く．g′ = [g, g]と置き，これを
Lie代数にもつ Gの連結部分 Lie群を G′ と書く．

(1) G′ はコンパクトである．
(2) G′ × Z(G)0 から Gへの写像 (g′, z) 7→ g′z は，Lie群の全射被覆準同型である．

証明 (1) g′ はコンパクトかつ半単純だから（系 1.4），主張はWeylの定理（定理 3.4）から従う．
(2) G′ × Z(G)0 から Gへの写像 (g′, z) 7→ g′z を，ϕと書く．G′ の任意の元と Z(G)0 の任意の元は可換
だから，ϕは Lie群の準同型である．さらに，g = g′ ⊕ Z(g)より Lie(ϕ) : g′ × Z(g) → gは同型であり，Gは
連結だから，ϕは Lie群の全射被覆準同型である．

命題 3.7 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群とし，g = Lie(G)と置く．g′ = [g, g]と置き，これを
Lie代数にもつ Gの連結部分 Lie群を G′ と書く（命題 3.6 (1)より，G′ はコンパクトである）．このとき，G′

の極大トーラス T ′ に対して，T ′Z(G)0 は Gの Cartan部分群であり，Gの任意の Cartan部分群は，G′ の
一意な極大トーラス T ′ を用いてこのように表せる．

証明 g′ の Cartan部分代数 t′ に対して，t′ ⊕ Z(g)は gの Cartan部分代数であり，gの任意の Cartan部分
代数 tは，g′ の一意な Cartan部分代数 t′ を用いてこのように表せる．さらに，t′ を Lie代数にもつ G′ の極
大トーラスを T ′ と書くと，t′ ⊕ Z(g)を Lie代数にもつ Gの Cartan部分群は T ′Z(G)0 である．これで，主
張が示された．

命題 3.6と命題 3.7を用いて，2.3節で述べたコンパクト連結 Lie群の極大トーラスに対する結果を，コン
パクトな Lie代数をもつ連結 Lie群の Cartan部分群にまで拡張する．

定理 3.8 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群とし，T をその Cartan部分群とする．このとき，G
の任意の元は，T のある元に共役である．

証明 g = Lie(G)，g′ = [g, g] と置き，g′ を Lie 代数にもつ G の連結部分 Lie 群を G′ と書く．G′ はコ
ンパクトであり（命題 3.6 (1)），G′ の極大トーラス T ′ が存在して T = T ′Z(G)0 が成り立つ（命題 3.7）．
G = G′Z(G)0 であり（命題 3.6 (2)），G′ の任意の元は T ′ のある元に共役だから（定理 2.11），Gの任意の元
は T のある元に共役である．

系 3.9 コンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群 Gの指数写像は，全射である．

証明 定理 3.8より，Gはその Cartan部分群全体の合併に等しい．連結可換 Lie群の指数写像は全射だから
（命題 2.1 (1)），Gの指数写像も全射である．

系 3.10 コンパクトな Lie 代数をもつ連結 Lie 群 G のすべての Cartan 部分群の交叉は，中心 Z(G) に等
しい．

25



証明 定理 3.8より Gはその Cartan部分群全体の合併に等しいから，z ∈ Gが Gのすべての Cartan部分
群に含まれるとすると，z ∈ Z(G)である．一方で，T を Gの極大トーラスとすると，定理 3.8より，任意の
z ∈ Z(G)に対してある g ∈ Gが存在して z = gzg−1 ∈ T となる．よって，Gのすべての Cartan部分群の
交叉は，中心 Z(G)に等しい．

命題 3.11 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群とし，S をその連結可換部分 Lie群とする．このと
き，中心化子 ZG(S)は，Gの Cartan部分群であって S を含むもの全体の合併に等しい．

証明 任意の g ∈ ZG(S)に対して，Gの Cartan部分群であって g と S を含むものが存在することを示せば
よい．g = Lie(G)，s = Lie(S)と置く．s + Z(g)を Lie代数にもつ Gの連結部分 Lie群は SZ(G)0 であり，
これは ZG(SZ(G)0) = ZG(S)を満たす．そこで，必要ならば SZ(G)0 を改めて S と置くことで，一般性を
失わず，Z(g) ⊆ sであると仮定する．
g′ = [g, g] と置き，これを Lie 代数にもつ G の連結部分 Lie 群を G′ と書く．命題 3.6 より，g = g′z

（g′ ∈ G′，z ∈ Z(G)0）と書ける．s′ = s ∩ g′ と置くと，s = s′ ⊕ Z(g)だから，S = S′Z(G)0 である．s′ を
Lie代数にもつ G′ の連結部分 Lie群を S′ と書くと，系 2.14より，G′ の極大トーラス T ′ であって g′ と S′

を含むものが存在する．T = T ′Z(G)0 は Gの Cartan部分群であり（命題 3.7），g = g′z と S = S′Z(G)0 を
含む．これで，主張が示された．

系 3.12 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群とする．

(1) Gの連結可換部分 Lie群 S に対して，中心化子 ZG(S)は連結である．
(2) Gの Cartan部分群 T に対して，中心化子 ZG(T )は T に等しい．特に，T は Gにおいて極大可換で
ある．

証明 命題 3.11から従う．

系 3.13 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群とし，g = Lie(G)と置く．aを gの部分集合とし，a

の任意の二つの元は可換であるとする．このとき，ZG(a)は連結である．

証明 仮定より，spanR aは gの可換部分 Lie代数である．これを Lie代数にもつ Gの連結部分 Lie群を A

と置くと，ZG(a) = ZG(spanR a) = ZG(A)だから，主張は系 3.12 (1)から従う．

3.3 部分群と商群の Cartan部分群
補題 3.14 gと hを標数 0の可換体 K上の簡約 Lie代数とし，f : g → hを Lie代数の全射準同型とする．こ
のとき，gの Cartan部分代数 tに対して，f(t)は hの Cartan部分代数である．*4

証明 Ker(f)は簡約 Lie代数 g（命題 1.2）のイデアルだから，その補イデアル a ⊆ gが存在して，Lie代数
としての直和分解 g = Ker(f) ⊕ aが成り立つ．tは gの Cartan部分代数だから，直和 Lie代数の Cartan部
分代数に関する結果（参照）より，t ∩ aは aの Cartan部分代数である．f |a は Lie代数 aから hへの同型で
あり，t ∩ aを f(t)に移すから，f(t)は hの Cartan部分代数である．

*4 この主張は，gと hが一般の（標数 0とは限らない）可換体 K上の有限次元 Lie代数であっても成り立つ．一般の場合の証明につ
いては，Bourbaki [1, §VII.2.1, Corollaire 2 du Proposition 4]を参照のこと．
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命題 3.15 G と H をコンパクトな Lie 代数をもつ連結 Lie 群とし，f : G → H を Lie 群の全射準同型と
する．

(1) Gの任意の Cartan部分群 TG に対して，f(TG)は H の Cartan部分群である．さらに，H の任意の
Cartan部分群はこのように表せる．

(2) Ker(f) ⊆ Z(G)とする．このとき，写像 TG 7→ f(TG)と TH 7→ f−1(TH)は，Gの Cartan部分群 TG

と H の Cartan部分群 TH との間の（互いに他の逆である）一対一対応を与える．

証明 (1) 命題 1.2 より，Lie(G) と Lie(H) は簡約である．G は連結で f は Lie 群の全射準同型だから，
Lie(f) : Lie(G) → Lie(H) は Lie 代数の全射準同型である．TG ⊆ G を Cartan 部分群とすると，Lie(TG)
は Lie(G) の Cartan 部分代数だから，Lie(f)(Lie(TG)) は Lie(H) の Cartan 部分代数である（補題 3.14）．
f(TG)は，Lie(f)(Lie(TG))を Lie代数にもつ H の連結部分 Lie群だから，H の Cartan部分代数である．
任意の Cartan部分群 TH ⊆ H が Gのある Cartan部分群の f による像として書けることを示す．Cartan
部分群 TG ⊆ Gを一つ固定する．前段の結果より f(TG)は H の Cartan部分群だから，Cartan部分群の共
役性（命題 2.4）より，ある h ∈ H が存在して hf(TG)h−1 = TH となる．f は全射だから h = f(g)と書け
て，f(gTGg

−1) = TH が成り立つ．
(2) f は全射だから，任意の Cartan部分群 TH ⊆ H に対して，f(f−1(TH)) = TH である．また，任意の

Cartan部分群 TG ⊆ Gに対して，Ker(f) ⊆ Z(G) ⊆ TG だから（系 3.10），f−1(f(TG)) = TG である．これ
らのことと (1)より，主張の一対一対応が成り立つ．

命題 3.16 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群とし，H をその閉部分群とする．

(1) H の任意の Cartan部分群 TH に対して，Gのある Cartan部分群 TG が存在して，TH = TG ∩H と
書ける．

(2) H が Gの閉正規部分群であるとする．このとき，Gの任意の Cartan部分群 TG に対して，TG ∩H は
H の Cartan部分群である．

証明 (1) TH は G の連結可換部分 Lie 群だから，それを含む Cartan 部分群 TG が存在する（命題 2.5）．
TG ∩H はH の可換部分群であって TH を含むが，TH はH において極大可換だから（系 3.12），TH = TG ∩H
となる．

(2) g = Lie(G)，h = Lie(H)，t = Lie(TG)と置く．hは簡約 Lie代数 g（命題 1.2）のイデアルだから，
その補イデアル a ⊆ gが存在して，Lie代数としての直和分解 g = h ⊕ aが成り立つ．tは gの Cartan部分
代数だから，直和 Lie代数の Cartan部分代数に関する結果（参照）より，t ∩ hは hの Cartan部分代数であ
る．(TG ∩H)0 は t ∩ hを Lie代数にもつ H の連結部分 Lie群だから，H の Cartan部分群である．TG ∩H

は H の可換部分群であって (TG ∩ H)0 を含むが，(TG ∩ H)0 は H において極大可換だから（系 3.12），
(TG ∩H)0 = TG ∩H となる．よって，TG ∩H は H の Cartan部分群である．

3.4 Cartan部分群と準同型
命題 3.17 G をコンパクトな Lie 代数をもつ連結 Lie 群，T をその Cartan 部分群，H を Lie 群とし，
g = Lie(G)，t = Lie(T )，h = Lie(H)と置く．このとき，Lie代数の準同型 ϕ : g → hに対して，次の条件は
同値である．
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(a) ϕの持ち上げ f : G → H が存在する．
(b) ϕ|t の持ち上げ fT : T → H が存在する．

証明 (a) =⇒ (b) f : G → H が ϕの持ち上げならば，f |T は ϕ|t の持ち上げである．
(b) =⇒ (a) (G̃, p)を Gの普遍被覆 Lie群とし，T̃ を G̃の連結部分 Lie群であって tを Lie代数にもつも
のとする．T̃ は，G̃の Cartan部分群である．
G̃は単連結だから，ϕの持ち上げ f̃ : G̃ → H がとれる．ここで，fT : T → H が ϕ|t の持ち上げであるとす
る．T̃ は連結であり，Lie(f̃ |T̃ ) = f |t = Lie(fT ◦ p|T̃ )だから，f̃ |T̃ = fT ◦ p|T̃ である．したがって，

Ker(f̃) ⊇ Ker(f̃ |T̃ ) = Ker(fT ◦ p|T̃ ) ⊇ Ker(p|T̃ ) = Ker(p)

である（最後の等号では，補題 3.2と系 3.10より Ker(p) ⊆ Z(G̃) ⊆ T̃ であることを用いた）．よって，f̃ は
Lie群の準同型 f : G → H を誘導し，これが ϕの持ち上げとなる．

命題 3.18 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群，T をその Cartan部分群とし，H を Lie群とする．
このとき，Lie群の準同型 f : G → H に対して，次の条件は同値である．

(a) f は単射である．
(b) f |T は単射である．

証明 Gの任意の元は T のある元に共役だから（定理 3.8），Gの正規部分群 N が自明であることと N ∩ T

が自明であることとは同値である．N = Ker(f)とすれば，主張の同値性を得る．

3.5 基本群と中心
Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群，T をその Cartan部分群とする．(Lie(T ), expT )は T の普
遍被覆 Lie群だから（命題 2.1 (1)），基本群 π1(T )は Ker(expT )に自然に同型である．この同型と，包含準
同型が誘導する π1(T )から π1(G)への準同型を合成することで，準同型 fG,T : Ker(expT ) → π1(G)が得ら
れる．次の定理では，この記号を用いる．

定理 3.19 G をコンパクトな Lie 代数をもつ連結 Lie 群，T をその Cartan 部分群とし，g = Lie(G)，
t = Lie(T )，∆ = ∆(g(C), t(C))と置く．このとき，群準同型 fG,T : Ker(expT ) → π1(G)は全射でKer(fG,T ) =
Q(2πi∆∨)を満たし，したがって，群同型

Ker(expT )/Q(2πi∆∨) ∼= π1(G)

を誘導する（命題 2.24 (2)より Q(2πi∆∨) ⊆ Ker(expT )であることに注意する）．

証明 まず，Gが単連結である場合を考える．このとき，π1(G) = 1だから，示すべき主張は，Q(2πi∆∨) =
Ker(expT )である．ルート系 ∆の基底 Π を一つ固定し，(∆,Π)に関する優整ベクトルを単に優整ベクトル
ということにする．分裂簡約 Lie代数に対する最高ウェイト理論より，λ ∈ P (∆)が優整ベクトルであれば，
有限次元既約 g(C) 加群 V であって t(C) とΠ に関して最高ウェイト λをもつものが存在する．いま Gは単連
結だから，これは G の連続表現 (π, V ) に持ち上がる．h ∈ t はウェイト λ のウェイト空間 Vλ に λ(h) 倍写
像として作用するから，π|T は Vλ 上の 1 次元部分表現を定め，これが λ|t の持ち上げとなる．したがって，
λ ∈ X(T )である．P (∆)に属する優整ベクトルの全体は P (∆)を加法群として生成するから，P (∆) ⊆ X(T )
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を得る．このことと命題 2.18と命題 2.21より，Ker(expT ) ⊆ Q(2πi∆∨)が成り立つ．これで，主張が示さ
れた．
次に，一般の場合を考える．(G̃, p) を G の普遍被覆 Lie 群とし，T̃ を G̃ の連結部分 Lie 群であって

t を Lie 代数にもつものとする．T̃ は，G̃ の Cartan 部分群である．G の被覆 Lie 群 (G̃, p) と T の被覆
Lie 群 (T̃ , p|T̃ ) のそれぞれから定まる完全列とその間の準同型，および自然な同型 π1(T ) ∼= Ker(expT ) と
π1(T̃ ) ∼= Ker(expT̃ )から定まる，次の可換図式を考える．

1 Ker(expT̃ ) Ker(expT ) Ker(p|T̃ ) 1

1 π1(G̃) π1(G) Ker(p) 1

fG̃,T̃ fG,T

前段の結果より Ker(fG̃,T̃ ) = Q(2πi∆∨) かつ Coker(fG̃,T̃ ) = 1 であり，Ker(p) ⊆ Z(G̃) ⊆ T̃（補題 3.2，
系 3.10）より Ker(p|T̃ ) = Ker(p)である．したがって，上記の可換図式に蛇の補題を適用すれば，完全列

1 −→ Q(2πi∆∨) −→ Ker(fG,T ) −→ 1 −→ 1 −→ Coker(fG,T ) −→ 1 −→ 1

を得る．よって，Ker(fG,T ) = Q(2πi∆∨)かつ Coker(fG,T ) = 1であり，主張が成り立つ．

系 3.20 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群，T をそのCartan部分群とし，g = Lie(G)，t = Lie(T )，
∆ = ∆(g(C), t(C))と置く．このとき，次の条件は同値である．

(a) Gは単連結である．
(b) Ker(expT ) = Q(2πi∆∨)である．
(c) X(T ) = P (∆)である．

証明 (a) ⇐⇒ (b) 定理 3.19から従う．
(b) ⇐⇒ (c) 命題 2.18と命題 2.21から従う．

定理 3.21 G をコンパクトな Lie 代数をもつ連結 Lie 群，T をその Cartan 部分群とし，g = Lie(G)，
t = Lie(T )，∆ = ∆(g(C), t(C))と置く．このとき，群準同型 expT : t → T は expT (P (2πi∆∨)) = Z(G)を満
たし，したがって，群同型

P (2πi∆∨)/Ker(expT ) ∼= Z(G)

を誘導する（命題 2.24 (2)より Ker(expT ) ⊆ P (2πi∆∨)であることに注意する）．

証明 指数写像 expT : t → T は全射であり，系 3.10より Z(G) ⊆ T である．また，h ∈ tに対して，

eh ∈ Z(G) ⇐⇒ Gから自身への写像 g 7→ ehge−h が恒等写像
⇐⇒ Adg(C)(e

h) = idg(C)

⇐⇒ 任意の α ∈ ∆に対して eα(h) = 1
⇐⇒ 任意の α ∈ ∆に対して α(h) ∈ 2πiZ
⇐⇒ h ∈ P (2πi∆∨)

である．ここで，第 3の同値性は，Adg(C)(eh) = e
adg(C) (h) が各ルート空間 (g(C))α に eα(h) 倍写像として作

用することから従う．以上より，主張が成り立つ．
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系 3.22 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群，T をそのCartan部分群とし，g = Lie(G)，t = Lie(T )，
∆ = ∆(g(C), t(C))と置く．このとき，次の条件は同値である．

(a) Z(G) = 1である．
(b) Ker(expT ) = P (2πi∆∨)である．
(c) X(T ) = Q(∆)である．

証明 (a) ⇐⇒ (b) 定理 3.21から従う．
(b) ⇐⇒ (c) 命題 2.18と命題 2.21から従う．

4 コンパクト Lie群の表現
本節を通して，群の表現は，複素ベクトル空間上のものとする．

4.1 ウェイト
Gを Lie群とし，g = Lie(G)と置く．(π, V )を Gの有限次元連続表現とすると，その微分 Lie(π)は，V
に g(C) 加群の構造を定める．以下，特に断らなくても，この方法で V を g(C) 加群とみなす．

定義 4.1（ウェイト） Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群，T をそのCartan部分群とし，g = Lie(G)，
t = Lie(T )と置く．(π, V )を Gの有限次元連続表現とする．g(C) 加群 V の t(C) に関するウェイト，ウェイ
トベクトル，ウェイト空間を，それぞれ，π の T に関するウェイト（weight），ウェイトベクトル（weight
vector），ウェイト空間（weight space）という．ウェイトの重複度（multiplicity）についても，同様に定める．

命題 4.2 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群，T をそのCartan部分群とし，g = Lie(G)，t = Lie(T )
と置く．(π, V )を Gの有限次元連続表現とする．

(1) π の T に関する任意のウェイトは，XC(T )に属する．
(2) さらに，V が内積空間であり，πがユニタリ連続表現であるとする．このとき，πの T に関する任意の
ウェイトは，X(T )に属する．

このとき，π の T に関する任意のウェイトは，T に関して積分可能である．

証明 (1) λ ∈ (t(C))∗ を π の T に関するウェイトとし，対応するウェイトベクトル v ∈ V \ {0}を一つ固定
する．任意の h ∈ t(C) に対して Lie(π)(h)v = λ(h)v だから，π|T は Cv 上の 1次元部分表現を定め，これが
λ|t の持ち上げとなる．よって，λ ∈ XC(T )である．

(2) (1)の記号を用いる．π がユニタリ連続表現ならば，π|T が定める Cv 上の 1次元部分表現もユニタリ
である．よって，λ ∈ X(T )である．

定義 4.3（ウェイト表現） G をコンパクトな Lie 代数をもつ連結 Lie 群とし，T をその Cartan 部分群と
する．G の有限次元連続表現 (π, V ) は，V が T に関するウェイト空間の直和に分解されるとき，T に関す
るウェイト表現（weight representation）であるという．

すなわち，Gの有限次元連続表現 (π, V )が T に関するウェイト表現であるとは，g(C) 加群 V が t(C) に関
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するウェイト加群であるということである．

命題 4.4 Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群，T をそのCartan部分群とし，g = Lie(G)，t = Lie(T )
と置く．V をウェイト g(C) 加群とする．

(1) g(C) 加群 V が Gの連続表現に持ち上がるための必要十分条件は，V の t(C) に関するすべてのウェイト
が XC(T )に属することである．

(2) g(C) 加群 V が Gのユニタリ化可能な連続表現に持ち上がるための必要十分条件は，V の t(C) に関する
すべてのウェイトが X(T )に属することである．

証明 (1) 命題 3.17より，g(C) 加群 V が Gの連続表現に持ち上がることは，t(C) 加群 V が T の連続表現
に持ち上がることと同値である．V はウェイト空間の直和に分解されるから，この条件は，各ウェイト空間が
T の連続表現に持ち上がることと同値である．すなわち，V の t(C) に関するすべてのウェイトがXC(T )に属
することと同値である．

(2) 命題 3.17より，g(C) 加群 V が Gのユニタリ化可能な連続表現に持ち上がることは，t(C) 加群 V が T

のユニタリ化可能な連続表現に持ち上がることと同値である．V はウェイト空間の直和に分解されるから，こ
の条件は，各ウェイト空間が T のユニタリ化可能な連続表現に持ち上がることと同値である．すなわち，V
の t(C) に関するすべてのウェイトが X(T )に属することと同値である．

4.2 最高ウェイト表現
定義 4.5（極大ベクトル） G をコンパクトな Lie 代数をもつ連結 Lie 群，T をその Cartan 部分群とし，
g = Lie(G)，t = Lie(T )と置く．Π をルート系 ∆(g(C), t(C))の基底とする．(π, V )を Gの有限次元連続表
現とする．g(C) 加群 V の t(C) と Π に関する極大ベクトルと極大生成ベクトルを，それぞれ，π の T と Π に
関する極大ベクトル（maximal vector）と極大生成ベクトル（maximal generating vector）という．

定義 4.6（最高ウェイト表現） Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群，T をその Cartan部分群とし，
g = Lie(G)，t = Lie(T )と置く．Π をルート系∆(g(C), t(C))の基底とする．(π, V )をGの有限次元連続表現
とする．π が T とΠ に関するウェイト λ ∈ (t(C))∗ の極大生成ベクトルをもつとき，π は T とΠ に関する最
高ウェイト λの最高ウェイト表現（highest weight representation of highest weight λ）であるという．

すなわち，Gの有限次元連続表現 (π, V )が T と Π に関する最高ウェイト λの最高ウェイト表現であると
は，g(C) 加群 V が t(C) と Π に関する最高ウェイト λの最高ウェイト表現であるということである．

4.3 最高ウェイト理論
gをコンパクト Lie代数，tをその Cartan部分代数とし，∆ = ∆(g(C), t(C))と置く．Π をルート系∆の基
底とする．このとき，(∆,Π)に関する優整ベクトル全体のなす加法群を，P++,C(∆,Π)と書く．すなわち，

P++,C(∆,Π) = {λ ∈ (t(C))∗ | 任意の α ∈ Π に対して λ(Hα) ∈ Z≥0}

とする．次の定理では，この記号を用いる．

定理 4.7（最高ウェイト理論） Gをコンパクトな Lie代数をもつ連結 Lie群，T をその Cartan部分群とし，
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g = Lie(G)，t = Lie(T )，∆ = ∆(g(C), t(C))と置く．Π をルート系∆の基底とする．

(1) 任意の λ ∈ P++,C(∆,Π) ∩ XC(T ) に対して，最高ウェイト λ をもつ G の有限次元既約連続表現
(πλ, Vλ)が，同型を除いて一意に存在する．さらに，Gの有限次元既約連続表現は，これらで同型を除
いて尽くされる．

(2) (1)の (πλ, Vλ)がユニタリ化可能であるための必要十分条件は，λ ∈ P++,C(∆,Π) ∩X(T )である．

証明 分裂簡約 Lie代数に対する最高ウェイト理論より，任意の λ ∈ P++,C(∆,Π)に対して最高ウェイト λ

をもつ有限次元既約 g(C) 加群 Vλ が同型を除いて一意に存在し，有限次元既約 g(C) 加群はこれらで同型を除
いて尽くされる．さらに，命題 4.4より，

Vλ が Gの連続表現に持ち上がる
⇐⇒ Vλ の t(C) に関するすべてのウェイトが XC(T )に属する
⇐⇒ λ ∈ XC(T ),
Vλ が Gのユニタリ化可能な連続表現に持ち上がる
⇐⇒ Vλ の t(C) に関するすべてのウェイトが X(T )に属する
⇐⇒ λ ∈ X(T )

である．ここで，それぞれの最後の同値性は，Vλ のウェイト全体の集合が λを含み λ− Z≥0Π に含まれるこ
と（参照）と Z≥0Π ⊆ Q(∆) ⊆ X(T ) ⊆ XC(T )（命題 2.24）から従う．よって，主張が成り立つ．
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